Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023
ProbaE. ¢)
Matematica M_st-nat

Varianta 1
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
*  Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp
Sp

Sp

Sp

1. Ardtati ca 4- 643 +3(23 -1) =1,
2. Se considera functiile f:R - R, f(x) =5x-3si g:R-R, g (x) =2x+3. Determinati numarul real
a pentru care f (a) = g(a) .

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2233 =1,

4. Determinati cite numere naturale, de doud cifre distincte, se pot forma cu cifre din multimea
A={3,4,5,6}.

5.1n reperul cartezian xQOy se considerd punctele A(4,0), B(O,Z), C (3,3) si M , mijlocul segmentului
AB . Aratati ca segmentele MO si MC au lungimile egale.

S . . < SRR m
6. Se considerd E (x) =2sinxsin2x —cosx, unde x este numar real. Aratati ca E [gj =0.

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

Sp
5p

5p

Sp
Sp

5p

3+a 2-2a

1 0
1. Se considera matricele I, = si A(a) =
0 1 I-a 1+43a

] ,unde a este numar real.
a) Ardtati ci det(A(0))=1.

b) Aratati ca A(O) [ﬂA(a) - A(O)) =al,, pentru orice numar real a .

¢) Demonstrati ca det (A(az) - aA(a)) =0, pentru orice numar real « .

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xo y = x> —4xy +3y°.
a) Arataticd 002=12.

b) Determinati numerele reale x pentru care (2x) ox=-1.

¢) Determinati perechile (m,n) de numere intregi, cu m <n, pentru care mon =3.

Sp

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considerd functia f:(0,+0) -~ R, f(x)=5+ 4x;4 :
X
a) Aratati ca f'(x) =4(2—3—x)’ xl](O, +oo).
x

Sp
Sp

Sp

b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .
¢) Demonstrati ca |f (x) -f (y)| <1, pentru orice x,y D[l, +00).

2. Se considera functia f: (O, +00) - R, f(x) =3x* +4Inx.
2

a) Aratati cd [(f (x)=4Inx)dx=7.
1

e

5p | b) Aratati ci [x(f(x)=32%)dv=e? +1.
1
Je -
5p | ¢) Demonstrati ca J. f(x)F"(x)dx :&2(3“-5), pentru orice primitiva F:(0,+) - R a functiei f .
1
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023
ProbaE. ¢)
Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 1
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
* Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
* Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
* Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L 4-6/3+3(243-1)=4-6J3+613-3= 3p
=4-3=1 2p
2. | 5a-3=2a+3 3p
a=2 2p
3. | 22+ =20 de unde obtinem 2x+4=0 3p
x=-2 2p
4. | Cifra zecilor se poate alege iIn 4 moduri 2p
Pentru fiecare alegere a cifrei zecilor, cifra unitatilor se poate alege in cate 3 moduri, deci
sunt 4 [3 =12 numere 3p
5.\ m (2,1), de unde obtinem MO = J5 3p
MC =+/5, deci MO =MC 2p
6. | m_1 . ﬂ_\/g 7T_\/§
sin—=—, sin—=—, coOS— =— 3p
6 2 3 2 6 2
g7 =2d 2B B 2p
6 2 2 2
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 3 2 3 2
A(0) = =det(A(0)) = =30-20= 3
=7 7| ealao)<]] ] b
=3-2=1 2p
b) a —2a
Ala)-A(0)= 2
(@-40)=( £ ] »
a 0 1 0
A(0)dA(a)-A(0))= = =al,, pent i a 1 3
( ) IZQ (a) ( )) (O a] a(O 1] al, , pentru orice numdr real « p
) 2 2 - -
3+ 2-2 3-3a 2-2a
A(az): “ a , A(az)—aA(a)= 2p
1-a*> 1+3d° I—a l-a
det(A(a2) - aA(a)) = 3(1 - a)2 - 2(1 - a)2 = (1 - a)2 =0, pentru orice numar real a 3p
2a) | 002=07 -4 +302%= 3p
=0-0+12=12 2p
b) (Zx) ox=-x2, pentru orice numar real x 2p
—x> = —1, de unde obtinem x=-1 sau x =1 3p
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) | mon=m?—mn-3mn+3n>= (m - n)(m - 3n) , pentru orice numere Intregi m $i n 2p
(m - n) (m - 3n) =3 si, cum m si n sunt numere intregi cu m<n, obtinem perechile 3
(~4.-1) si (0.1) P

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
La) 4x? —(4x-4)2x
fr (X) = ( 7 ) — 3p
X
4x(2-x) 4(2-x
— (4 ): ( - ),)CD(O,+°°) 2p
X X

b) -

lim f(x)= lim [5+4x24}: lim [5+f-iz):5 3p
X — +oo X — +o00 X X — +o00 X X
Dreapta de ecuatie y =5 este asimptota orizontala spre +co la graficul functiei f 2p

| f '(x) =0 < x=2; pentru orice xD[l,Z], f’(x) =0= f este crescatoare pe [1, 2] si pentru

. iy 2p
orice xD[Z, +00), f'(x) <0= f este descrescdtoare pe [2, +00)
f(l) =5, f(2):6 si lim f(x) =35, deci SSf(x)S6, pentru orice xD[1,+00), de unde
X — too
3p
obtinem |f(x) - f(y)| <1, pentru orice x,y D[l, +00)
2.a)| 2 2
I(f(x)—4lnx)dx:j3x2dx:x3 = 3p
1
1 1
=8-1=7 2p
b) | e e e ' e e
Ix(f(x)—3x2)dx:I4xlnxdx:I(2x2) Inxdx=2x*Inx| —x*| = 3p
1 1 1 1 1
=22 -0-e? +1=€? +1 2p
| F(x)=f(x)=F'(x)= f(x), x0(0.+) 2p
Ve Ve FANe_(Be+2)’ =3 _(3e-1)(3e+5)
J 7P (ar= (5 (ae= 0 BRI S B =
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici i Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023
Proba E. ¢)
Matematica M _st-nat

Simulare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Ardtati cd 2(1+i)—i(2-i)=1, unde i’ =-1.

5p | 2. Se considera functia f:R —>R, f(x)=3x+10. Determinati numarul real a pentru care punctul
A(2a,a) apartine graficului functiei f .

Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2x% +2=2x.

5p | 4. Determinati cate numere naturale impare, de trei cifre, se pot forma cu elementele multimii
A4={0,1,2,3,4}.

5p | 5. Determinati numarul real a pentru care vectorii i = ai + (a— 1)] si V=i +2j sunt coliniari.

Sp | 6. Se considera triunghiul ABC, dreptunghic in 4, cu masura unghiului B egald cu % si BC=24.
Bisectoarea unghiului C al triunghiului 4ABC intersecteaza latura 4B in punctul D. Determinati
lungimea segmentului CD .

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 00 x+1 -1 1
1. Se considerd matricele /;={0 1 0|si A(x)=| 0 x 0 |, unde x este numar real.
0 01 I -1 x+1

Sp | a) Ardtati ca det(A(l)) =3.
5p | b) Determinati numarul real x pentru care A(0)-A(x)=4(0).

5p | ¢) Determinati numerele reale a si b pentru care (A(l))

_lzaA(1)+bI3, unde (A(l))_l este

inversa matricei A(1).

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y=xy+x+y—1+27.

S5p | a) Aratatica 1%2=8.
Sp | b) Aratati cd e=0 este elementul neutru al legii de compozitie ,,* .

o g 1
5p | ¢) Determinati numarul natural nenul » pentru care n * (——J =0.

n

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

_ 2x+1+Inx

1. Se considerd functia f:(0,+0) >R, f(x)
x

S5p | a) Ardtati ca f'(x)z—ln—x, xe(0,+x).

x2

5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +co la graficul functiei f .

Iny Inx 1

. 1 .
5p | ¢) Demonstrati ¢ci —=———<———, pentru orice x,y € (1,+%) cu x< y.

y X Xy
2. Se considera functia /:R >R, f(x) =x>+x.
5

5p | a) Aratati ca j(f(x)—x3)dx= 8.

3
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2 2

. X In5

Sp | b) Aratati ca I ————dx=—
o f(x)=x+2 3
. . flx)e™
5p | ¢) Se considera functia g: (0, +oo) —->R, g(x) =-———— Aratati ca orice primitivd G: (0,+oo) —->R
X
a functiei g este concava.
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023
Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Simulare

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impiértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Ll o(14i)-i(2-i)=2+2i-2i +i* = 3p
=2-1=1 2p
2.| f(2a)=a<=6a+10=a 3p
a=-2 2p
3.1 2x? 422457 , de unde obtinem x> -1=0 2p
x =-—1, care nu convine; x =1, care convine 3p
4. | Cifra unitatilor se poate alege in doua moduri 2p
Pentru fiecare alegere a cifrei unitatilor, cifra zecilor se poate alege iIn 5 moduri si, pentru
fiecare alegere a cifrei unitatilor si a cifrei zecilor, cifra sutelor se poate alege in 4 moduri, | 3p
deci se pot forma 2-5-4 =40 de numere
S5.1a a-1
22 3
1 2 P
a=-1 2p
6. p
AC=12;<):ACD:E 3p
AC = cos~ , de unde obtinem CD = 83 2p
CD 6
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1.a) 2 -1 1
det(4(1))=l0 1 0[=2-1-2+(=1)-0-1+0-(=1)-1=1-1-1=(=1)-0-2-0-(-1)-2 = 3p
1 -1 2
=4+0+0-1-0-0=3 2p
b) 1 -1 1 x+2 —x-2 x+2
A(0)={0 0 0, 4(0)-A(x)=| © 0 0 |, pentru orice numir real x 3p
1 -1 1 xX+2 —x-2 x+2
x=-1 2p
©) 5 -4 4
(4(1)) " =ad(1)+bly < ad(1)- A1) +bA(1) =15 si 4(1)-4(1)=[0 1 0], de unde
4 -4 5
3p
Sa+2b —4a-b 4a+b 1 00
obtinem 0 a+b 0 =010
4a+b —4a-b 5Sa+2b 0 0 1
1 4
a=——si b=— 2
37773 P
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2.2) | [%2=1.2+1+2-1+2"2= 3p
=4+4=8 2p
b) | x%0=x-0+x+0-1+2"0=»x , pentru orice numar real x 2p
0%x=0-x+0+x—1+2"" =x, pentru orice numar real x, deci e=0 este elementul neutru 3p
al legii de compozitie ,,*”
©) 1) 2n*-3n-2 . 3
n*| —— | = ——————, pentru orice numar natural nenul » 2p
n 2n
2
w =0=2n*-3n-2=0 si, cum n este numar natural nenul, obtinem n =2 3p
n
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
l.a
) (2+1j~x—(2x+1+lnx) 3
' _ X _ P
f (x) - 2 -
X
2x+1-2x—-1-Inx Inx
S BRI B e (0.e) 2
X X
b
M tim ()= tim 2 (2+1j=2 3p
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X
Ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f este y =2 2p
©) f’(x) <0, pentru orice x € (1,+oo) = f este strict descrescétoare pe (1,+oo) 2p
l<x<y= f(x)> f(»), deci hl_y_ﬁ<l_l’ pentru orice x,y € (1,40) cu x<y 3p
y X Xy
2.a) | 5 5 205
J.(f(x)—x3)dx—_|.xdx—— = 3p
3 3 203
25 9
=—-—=8 2
2 2 P
b) | 2 2 2 2 2(x3+2) 2
I al j 3x dle (3—)dx=lln(x3+2) = 3p
0f(x)—x+2 x> +2 35 ¥ +2 3 0
In10 In2 In5
—— 2 2p
3 3 3
©) g(x)= (x2 + l)e‘x si G'(x)=g(x), pentru orice x &(0,+0), deci G"(x)= (—x2 +2x —l)e_x 3p
G"(x)=—(x— 1)2 e <0, pentru orice x (0,+0), deci functia G este concava 2p
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Examenul national de bacalaureat 2023
ProbaE. ¢)
Matematica M_st-nat

Varianta 6
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Aritati i (V6 -2)(v6+2)=2.
Sp | 2. Se considera functia f:R - R, f (x) =x*+1. Determinati numerele reale a pentru care
f (a) =l-a.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (x2 + 4) =log, (6x - 4) .
5p | 4. Determinati cite numere naturale de doud cifre, cu cifra zecilor numar impar, se pot forma cu
elementele multimii {1, 2,3, 4,5} .
5p | 5. 1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(l, —5) si B(S,S). Determinati distanta de la
punctul O la mijlocul segmentului AB.
5p | 6. Se considerd triunghiul ABC, dreptunghic in A, cu AC=6 si tgC= \/5 . Aratati ca aria
triunghiului ABC este egald cu 183.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
L . 1 0) . l-a a .
1. Se considera matricele [, = s A(a) = ,unde a este numar real.
01 =3a 3a+l1
Sp | a) Aritati ca det(A(Z)) =5.
5p | b) Aratati ca A(a) -1, = a(A(l) - 12) , pentru orice numar real a .
5p | c¢) Determinati numarul intreg m pentru care A(m) D4(2m) = A(l) .
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xoy=xy—x—y+4.
5p | a) Aratati ca 003=1.
5p | b) Determinati numerele reale x pentru care xox =3x.
5p | ¢) Determinati numarul real a, stiind cd xoa = x +a, pentru orice numar real x.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considerd functia f:R - R, f(x)=¢" (x2 +2x —2).
5p | ) Ardtati e '(x) =e*(x? +4x), xOR.
X
5p | b) Ardtati cd lim f( ) =1.
xo+too f '(x)
5p | ¢) Demonstrati cd et (x2 +2x— 2) <6, pentru orice x[] (—00,0] .
2. Se considera functia f: (0, +00) R, f (x) = +§.
X
‘ 3), _15
Sp | a) Aratati ca ( X ——jdx =—,
: ! f ()= Jde==
5p | b) Demonstrati ci orice primitivi G: (O, +00) - R a functiei g: (O, +00) -R, g (x) :% f (x) este
X
crescatoare.
NE)
1 T
5p | ¢) Aratati ca dx=——.
{ f(x) 1243
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Examenul national de bacalaureat 2023
ProbaE. ¢)

Matematica M_st-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 6
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinge ale naturii
* Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acordi punctajul corespunzitor.
* Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
* Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 2
(\/6—2)(\/6+2)=(\/6) —222 3p
=6-4=2 2p
2. a2+1:1—a,deci a’>+a=0 3p
a=-1sau a=0 2p
3. x2+4=6x—4,deci x2-6x+8=0 3p
x=2 sau x =4, care convin 2p
4. | Cifra zecilor se poate alege in 3 moduri 2p
Pentru fiecare alegere a cifrei zecilor, cifra unititilor se poate alege in cite 5 moduri, deci se 3
pot forma 3[3 =15 numere P
S.| x3 =3 si yy; =0, unde M este mijlocul segmentului AB 3p
OM =3 2p
6. AB
tgC=""= AB=6\3 3
g AC Y
6163
Awupc = 2\/— =18V3 2p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
La) -1 2 -1 2
Al2)= =det|A(2))= =(-1)O-20-6)= 3
@[ ) eta@)= J=na-2t0 b
=-7+12=5 2p
b Ald)-n,=| ¢ D) entru ori ir real 2
a)-1, = =a , pentru orice numar rea
2"\ 3a 3a) -3 3P “ P
A(1)= 0 1 :>a(A(1)—12)=a -1 , deci A(a)—12 =a(A(1)—12), pentru orice
-3 4 -3 3 3p
numar real a
0 A(m) D4(2m) = A(4m2 + 3m) , pentru orice numar Intreg m 3p
A(4m2 + 3m) = A(l) si, cum m este numar Intreg, obtinem m = -1 2p
2.2) | 003=03-0-3+4= 3p
=0-3+4=1 2p
b) xox=x>-2x+4 , pentru orice numar real x 2p
¥2=2x+4=3x = x* -5x+4=0, de unde obtinem x =1 sau x=4 3p
¢ | xa—x—a+4=x+a < xa—2x—2a+4=0, pentru orice numar real x 2p
x(a - 2) —-2a+4=0 si, cum egalitatea are loc pentru orice numar real x, obtinem a =2 3p
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SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.a) f’(x):ex(xz+2x—2)+ex(2x+2): 3p
=ex(x2+2x—2+2x+2)=ex(x2+4x),xDR 2p
b x
) o f(x)_ e (x2+2x—2)_ . X2 H2x-2
lim = lim = lim ———= 2p
x—»+00f'(x) X teo ex(x2+4x) Xoto xT+4x
x2[1+2—22j 1+2 l
= lim —x4x: lim x—4x:1 3p
X — +oo x2(1+j X — +oo 1+7
X X
©) | f'(x)=0 = x=-4 sau x=0; pentru x0(-c0,-4] = f'(x)=0, deci f este crescitoare pe s
(-o0,~4] si, pentru x0O[-4,0]= f'(x)<0,deci f este descrescitoare pe [~4,0] P
f(x)< £(-4). pentru orice xO(-,0] si f(-4) :%, deci ¢*** (x2 +2x—2) <6, pentru 3
e P
orice xD(—O0,0]
2.a) | 2 2 412
J.(f(x)—i)dx: Pde="-| = 3p
1 * 1 4
16 1_15
= ——=— 2
4 4 4 P
b) e - (Y _1 (3.3
G este o primitiva a functiei g =G (x)—g(x)—— x”+= |, x0(0,+) 2p
Jx x
%[f +§) >0, pentru orice xD(O, +oo), deci functia G este crescatoare 3p
X X
©) 2\,
f ! dx:\j‘§ ol dx:l\{[§ (X) dx= ! arctgﬁ\/gz 3
VF(x) T a3 2 (x2)2+3 237 V3|1 P
:L(E_EJ:L 5
23 3 6) 1243 P
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